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1 El espacio dual

Definicién 1.1 (Espacio Dual). Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial. El espacio dual de V'
esta dado por:
V* = L(V,K)

Definicién 1.2 (Funcién Coordenada). La k-ésima funcién coordenada respecto a la base
S se define como fi, : V — K tal que fx(v) = Ax. Con Ay el k-ésimo elemento de la base
ordenada f3.

Teorema 1.1 (Base Dual). Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension n, con [ =
{v1,v9,...,0,} una base de V. Entonces el conjunto * = {f1, fo,..., fn} es base de V*. A
esta la llamamos la base dual.

Mas ain, para cada f € V*:

n

F=>fw)f;

=1

Definicién 1.3 (Transformacion transpuesta). Sean (V,+,-), (W, +, ) dos K-espacios vecto-
riales con las bases respectivas § y 7. Para cualquier transformacion lineal, la transformacién
transpuesta 7% : W* — V* es dada por T%(g) = ¢T.

Teorema 1.2. La transformacion transpuesta es lineal, y mds aun:
" B* o 5 t
(7 = (1713)
Ejemplo 1.1. Dado el espacio R? con la base 8 = {(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}; encontrar de

manera explicita la base dual 5*.

Solucion: . Sabemos que la base dual consiste de las funciones coordenadas, entonces para
cada funcién coordenada se toma que:

f1(17 172) = f1(€1> + f1(62) + (2)f1<€3) =1
f1(1727 1) = fl(el) + (2)f1(62) + f1(63) =0
0
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Ahora resolvemos el sistema y tenemos que fi(e1) = }L, fi(es) = —% y fi(es) = %. Entonces:
x oy 3z

Esto se hace para las tres funciones y obtenemos la forma explicita.
Q.E.F

Definicién 1.4 (Aniquilador). Sea (V, 4, -) un K-espacio vectorial de dimensién finita. Para
cada subconjunto S de V, definimos el aniquilador (anulador) S° de S como:

Se={feV*: f(v)=0,Yv € S}

Definicién 1.5 (Invarianza). Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial y W <V con T :V — V
lineal. Decimos que W es T-invariante si T'(w) € W,Vw € W. Es decir si T[W] C W.

Teorema 1.3. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial, W <V y T : V. — V lineal. W es
T-invariante si y sélo si W° es T -invariante.

Demostracion: . = Supongamos que W es T-invariante, vamos a demostrar que para un
funcional f € W°, T*(f) esta igual en el aniquilador.

Esto es cierto, ya que T'(f) = f o T, entonces para cualquier w € W, T*(f)(w) = 0, ya
que cualquier T'(w) estda en W, y como f estd en el aniquilador de W, cualquier vector
de este subespacio lo va a llevar a 0. Por esto, T*(f) € W°. As{ W° es T*-invariante.

<= Ahora supongamos que W° es T'-invariante. Vamos a demostrar que para cualquier
weW, T(w)eW.

Si W° es T'-invariante, entonces para cualquier f € W° tenemos que T'(f) = foT €
We. Vamos a proceder por contradiccion.

Supongamos que en efecto W° es T'-invariante, pero W no es T-invariante, entonces
existe un elemento z € W tal que T'(z) € W. Entonces si tomamos T%(f)(z), vamos a
ver que es distinto de cero, ya que en f(7'(z)), no estamos evaluando un elemento de W
para el aniquilador de W, por lo que existe un T%(f) & W°. Esto es una contradiccién.

Por lo tanto W es T-invariante.
Q.E.D

Definicién 1.6. Sea (V, +, ) un K-espacio vectorial. Para cada v € V definimos ¢ : V* — K
como:

Nota. La funcién definida anteriormente es lineal. Por lo tanto v € V**

Lema 1.1. Sea (V,+, ) un K-espacio vectorial de dimension finitan yv € V. Sio(f) =0
para toda f € V*, entonces v =10

Teorema 1.4. La dimension del espacio dual es la misma que la del espacio original.
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Teorema 1.5. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial. La funcién ¢ @V — V** dada por
Y(v) =0 es un isomorfismo.

Demostracion: . Un isomorfismo es una biyeccién lineal. Evidentemente ¢ es lineal. Por
el lema anterior si ¢(v) = 0, entonces estamos evaluando en el vector cero. Asi el nicleo
N(v) = {0}. Entonces es inyectiva, y porque esta definida en todo el espacio es una biyeccion.
Por lo tanto es invertible y un isomorfismo.

Q.E.D

Teorema 1.6. Sea (V,+,) un K-espacio vectorial y el subconjunto S C V. Entonces:
(5°)° = (¥(9))

Teorema 1.7. Sean (V,+, ) un K-espacio vectorial de dimension finita y W <V subespacio.

Entonces dim(V') = dim(W) + dim(W°)

Las demostraciones de estos dos teoremas se recomiendan como ejercicios.

Teorema 1.8. Sean (V,+,-),(W,+,-) dos K-espacios vectoriales de dimension finita y T :
V' — W lineal. Entonces N(T*) = (Im(T))°

Demostracion: . C Sea f € N(T"), entonces f(T(V)) = 0, ya que como f estd en el nucleo
manda a cero cualquier elemento de la imédgen de 7', es decir f € (Im(7))°.

D Ahora si tomamos f € (Im(7))°, entonces f(T'(v)) = 0. Por lo tanto f € N(T%)
Q.E.D

Teorema 1.9. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial no nulo de dimension finita y sea W un
subespacio propio de V. Entonces eziste un funcional no nulo f € V* tal que f(w) = 0,YVw €

W

La demostracion se deja como ejercicio.
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2 Productos internos

Definicién 2.1 (Producto interno). Sea (V, +, -) un K-espacio vectorial. Un producto interno
en V es una funcién (binaria), (-,-) : V' x V — K que satisface para todo u,v,w € V' y para
todo A € K:

—_

Au+v,w) = (u,w) + (v + w)
- (Au,v) = Mu, v)
(u,v) = (v, u)

(u,v) >0siu#0

- W N

Teorema 2.1. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial con producto interior (-,-) : V. x V — K,
con el campo real o complejo. Entonces se cumple:

1. (u,v+w) = (u,v) + (u,w)
2. {u, W) = Mu,v)

3. (u,0) =0=(0,u)

4. (uyu) =0 <= u=0

5. Si (u,v) = (u,w),Yu, entonces v =w
Definicién 2.2 (Norma). Sean (V, +, ) un K-espacio vectorial con producto internoy v € V.
La norma de u esta dada por:
Jull = v/ {u, u)

Nota. {u,u) = |Jul|?

Teorema 2.2. Sean (V,+,-), (W, +,-) dos K-espacios vectoriales con campo real o complejo
y un producto interno. Si T : V — W es lineal, entonces:

(z,y) = (T(x),T(y))
Es producto interno si y solo si T es inyectiva.

Demostracion: . Supongamos que en efecto es producto interno. Sea u € N(T'), entonces
T(u) =0, asi (u,u) = 0. Ya que (T'(u),T(u)) = 0.

El otro lado de la demostracién es un procedimiento comun para comprobar las cuatro
propiedades de producto interno.

Q.E.D
Teorema 2.3. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial con producto interno. Entonces:
Ll = Al [[ull
2 lull 20y flull =0 <= u=0
3. u,v)| < ull||v|| (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
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4. lu+o| <|ul| + ||v]| (Desigualdad del triangulo)
Definicién 2.3. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial con producto interno. Decimos que:

1. u,v € V son ortogonales si (u,v) = 0. Se denota como u_Lv.

2. S CV esortogonal si ulv,Vu,v € S con u # v.

3. uw € V es unitario si |ul| = 1.

4. S CV es ortonormal si es ortogonal y sus elementos son unitarios.
Definicién 2.4. Decimos que 5 C V' es una base ortonormal si:

1. Genera a V'

2. Es linealmente independiente

3. Es ortogonal

4. Todos sus vectores son unitarios

Definicién 2.5 (Complemento ortogonal). Sea (V, 4+, -) un K-espacio vectorial con producto
internoy S C V, con S # &. El complemento ortogonal de S esta dado por:

St={veV:{w) =0vwec S}

Ejemplo 2.1. Sea S = {(2,3,1)}. Encontrar S+ si S C R3.

Solucién: . Buscamos los vectores u = (x,y,2) € R? tales que (u,(2,3,1)) = 0. Es decir
buscamos x,y, z tales que 2x + 3y + z = 0.

St ={(z,y,2) : 20+ 3y + z = 0}

Q.E.F

Teorema 2.4. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial, con S C V, entonces St es un subespacio
vectorial de V.

Teorema 2.5. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial con producto interno. Entonces |(x,y)| =
|lz||l|ly|| <= wuno de los vectores es maltiplo del otro.

El teorema anterior se deja como ejercicio.

Teorema 2.6. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial y S = {v1,va,...,v,} un conjunto or-
togonal tal que 0 & S. Entonces siu € (S):

n

u— Z (u, Ui2> Vi
sl

=1

Demostracion: . Sabemos que existen A, Ag, ..., A, € K tal que:
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n
u = E /\ivi
i=1

Ahora sélo tenemos que ver que:

A — <U,Uj>

1R

Esto es cierto si notamos que la combinacién lineal que genera a u se puede expresar afuera
del producto interno:

Por lo tanto.

Teorema 2.7 (Gram-Schmidt). Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial con producto interno
con S = {wy,wy, ..., w,} un conjunto linealmente independiente. Definimos S" = {vy,va, ..., vk}
donde vi = wy y para cada k € {2,3,...,n}:

k-1

Vp = Wg, — Z <wk’vj>7}j

12
2 o]

Entonces S" es un conjunto ortogonal tal que 0 ¢ S" y (S") = (S).

Ejemplo 2.2. Sea V = R3 con el producto interno usual. Si S = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)},
aplique el método de Gram Schmaidt.

Solucion: . Primero sabemos que v; = (1,1,1). Ahora, para vs:
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Para vs:

2
V3 = W3 — Z <w3,v1>'l)¢

1 L 9211
=(0,0,1) — =(1,1,1) = 3(==, =, =
(77> 3(’7> %( 3737?))

e 11
S\ 272
Q.E.F

Corolario 2.1. Todo espacio vectorial de dimension finita con producto interno tiene base
ortonormal.

Lema 2.1. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial con producto interno, W < V, con v =
{wy, Wy, ... wy} base de W y z € V. Entonces: z € Wt <= (z,w;) =0,Vi € {1,2,...,k}.

Teorema 2.8. Sean (V,+, ) un K-espacio vectorial con producto interno de dimensidn finita
y W <V conv €V. Entonces existen vectores unicos w € W y z € W+ tal que v =w + 2.

Mas ain, siy = {wy,ws,...,w,} es base ortonormal de W :
k
w = E (v, w;)w;
i=1

Demostracion: . Sean v € V, W < V| v = {w;,ws,...,wr} base ortonormal de W y
definimos:

k

w = Z(v,wi)wi

=1

También definimos z = v — w. Hay que ver que z € W, Si definimos j € {1,2,...,k}
Veamos:
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<vaj> = <U - wij>

<z>

k
(v, w;) 5 v, w;) (Wi, wj)

=1

= (v, w;) — (v, w;) =
Por lo tanto z esta en el complemento ortogonal y asi v puede ser expresado como la suma
de un elemento en el complemento y uno en el subespacio.
Para la unicidad, suponemos que v = w + 2z y que v = w* + z* con w,w* € Wy z,z* € W+.

Entonces w + z = w* + z*, por lo que w — w* = 2* — z. Como deben estar ambas diferencias
en el subespacio y su cumplemento sélo queda que las diferencias sean cero. Entonces si
w—w"=0y z—2z"=0, tenemos que w = w* y que z = z*

Q.E.D

Corolario 2.2. En el teorema anterior, w es el vector de W mdas cercano al vector v. Es
decir:

v —w| < v —w*||,Yw* e W
Teorema 2.9. Sea (V,+, ) un K-espacio vectorial con producto interno. S = {v1,va, ..., vx}
un conjunto ortogonal de V. Entonces:
1. S se puede extender a una base ortonormal de V' y: {vi,ve, ..., Uk, Uks1, -+, Un}-
2. SiW = (S), entonces Sy = {v11,...,v,} es base ortonormal de W+.
8. SiW <V, entonces dim(V) = dim(W) + dim(W+).

Teorema 2.10. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial con producto interno. S,Sy C V y
W <V de dimension finita. Entonces:

1. 8i Sy C S, entonces S*+ C SOl
2. 81 S C (SH)*, entonces (S) C (SH)*+
8. SiW <V, entonces W = (W)+
4. V=WaWt
La demostracion de la peniltima parte del teorema usa el teorema 2.8.

Definicién 2.6 (Coeficientes de Fourier). Sean (V) +,-) un K-espacio vectorial de dimensién
finita con producto interno y 6 = {vq,vs,...,v,} base ortonormal de V. Para v € V, los
coeficientes de Fourier de v con respecto a /3 son dados por (v,v;),i € {1,2,...,n}.
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Teorema 2.11. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension finita con Wi, Wy < V.
Entonces (W, + Wo)t = Wit " Wik y también (W) N Wy)t = Wit + Wit

La demostracion se deja como ejercicio. Tomando en cuenta que para la segunda parte se
usa la primera.

Definicién 2.7. Sea (V, +, ) un K-espacio vectorial con T': V' — V lineal. Decimos que T
es proyeccion en el subespacio Wi a lo largo del subespacio Wy si para v = v; + vy v1 € W,
Y V2 € WQ, T(U) = V1.



Teoremario Roberto Ocelotzin Lépez Aguirre

3 Diagonalizacién

Recordemos que un sistema de m ecuaciones con n incognitas es de la forma:

1121 + Q12T + *++ + ATy = bl

A91%1 + A99%o + - - - + GopX, = by

Am1T1 + AmaTs + -+ -+ ATy = bm

Se puede representar como una ecuacién con matrices. Sea A € M, (K) con las entradas
como a;;, los vectores columna x € K" con z; como entradas y b € K™ con b, como entradas:

Arx =10
a1y aig ... Q1n T b1
a921 a922 e Aon T2 bg
m1 Am2 ... Omp Tn bm

Si el vector columna b es cero en todas sus entradas, hablamos de un sistema homogéneo.

Nota. Si tomamos x = 0, siempre se va a satisfacer el sistema. Més atn, si n > m, entonces
existe una soluciéon distinta a cero.

Definicién 3.1. Sea la matriz A € M5(K). El determinante de A esta dado por:

= 11022 — Q12021
Q21 Q22

aai =1 = (2 o)

Definicién 3.2. Dada A € M, (K) y a;;. El menor de A con respecto a a;; es la matriz de
(n —1) x (n — 1) que se obtiene de eliminar el i-ésimo renglén y la j-ésima columna.

Definicién 3.3. Sea A € M, (K). El determinante de A estd dado por:

n

det(A) = |A] = Z(—l)lﬂmﬂz‘ilﬂ

Jj=1

Donde A;; es el menor con respecto a ay;

Nota. Un sistema homogéneo de n ecuaciones con n incégnitas Az = 0 con A € M, (K) tiene
solucién distinta de cero si y sélo si det(A) = 0.

10
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Definicién 3.4 (Diagonalizacién). Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimensién finita
ny T :V — V un operador lineal. Se dice que T' es diagonalizable si existe una base  de
V tal que [T es una matriz diagonal.

Definicién 3.5. Sea A € M, (K). Para x € K" definimos L, : K* — K" dada por La(z) =
Ax

Nota. L4 es lineal.
Definicién 3.6. Una matriz A € M, (K) es diagonalizable si L4 es diagonalizable.

Definicién 3.7. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimensién finita y 7°: V' — V un
operador lineal. Decimos que un vector v € V\{0} es vector propio de T si: T'(V) = Av. A
A se le llama valor propio de T'.

Teorema 3.1. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension finitan yT :V — V un
operador lineal. Entonces T es diagonalizable si y sélo si existe f = {vy,vq,...,0,} base de
V' que consiste de vectores propios de T.

Definicién 3.8. Sean A € M, (K) y A € K. Se dice que A es valor propio de A si A es valor
propio de L 4.

Teorema 3.2. Sean A € M,(K) y A € K, entonces A es valor propio de A si y sélo si
det(A — AIn) = 0 con In la matriz identidad n x n.

Demostracion: . Supongamos que A es valor propio de A. Entonces existe x € K tal que
La(x) = Az. Esto es que Az = Az, que es equivalente a Az — AIlnz = 0. Factorizando:

(A—An)z =0

Esto es un sistema de ecuaciones homogéneo para x y la matriz (A — Aln). Entonces por una
nota anterior sabemos que este sistema tiene solucion si y sélo si det(A — AIn) = 0.

Q.E.D
Definicién 3.9. Sea A € M, (K). El polinomio caracteristico de A estd dado por:

F(t) = det(A — tIn)

Definicién 3.10. Sean (V| +,-) un K-espacio vectorial de dimensién finita n, con [ base de
V,T:V — V un operador lineal. El polinomio caracteristica de T" esta dado por

£(t) = det([T]; — tIn)

Definicién 3.11. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimensién finita y 3, bases de
V. La matriz

[1d]; =@
Es la matriz de cambio de base.

Nota. [T)s = Q7'[T),Q

11
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Teorema 3.3. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension finita y T : V — V un
operador lineal. Entonces el polinomio caracteristico de T" es independiente de la base.

Teorema 3.4. Sean (V,+, ) un K-espacio vectorial de dimensionn yT : V — V un operador
lineal. Entonces:

1. f(t) tiene grado n y su coeficiente principal es (—1)"
2. T tiene a lo mas n valores propios.

Teorema 3.5. Sean (V,+, ) un K-espacio vectorial de dimensiénn, conT : V — V operador
lineal y X € K un valor propio de T'. Un vector v € V' es vector propio deT' con valor propio

A siy sélo siv#0yve N(T— \n)

Ejemplo 3.1. Encontrar todos los valores propios y vectores propios, para encontrar una

base que diagonalice a:
1 2
4= 2)

Solucion: . Para encontrar los valores propios, vamos a tomar el polinomio caracteristico de
la matriz:

(1) = det(A — t1) = (1;t 22) B2 6= (t+1)(t—4)

Entonces los valores propios son las raices de este polinomio: \; = —1, Ay = 4.

Para encontrar los vectores propios respectivos de cada valor propio vamos a recordar que en
el teorema 3.5, = es vector propio si y sélo si estd en N(T — M) y es distinto de cero. Asi

para Aq:
2 2
o (22

El primer vector propio x = (x1,z5) debe ser tal que:

£96)-0

Entonces:
2%1 2562 o 0
31’1 31’2 N 0
Entonces 1 = —x5 con la condicion de que z; sea distinto de cero. Entonces si proponemos
x1 = 1, tenemos que el primer vector propio es (1, —1).
Para As:

12
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-3 2
e (702

Entonces para un vector propio y = (y1, ¥2):

()0 ()

Entonces:

=3y 2y2 ) _ (0
3y —2ys 0
Este sistema se satisface para todo multiplo de (3,2). Entonces lo que proponemos es el

vector propio (2, 3)

Como tenemos dos vectores propios para un espacio de dimensién dos, entonces A es di-
agonalizable. Para diagonalizarlo hacemos una matriz de cambio de base con los vectores
propios como columnas:

Ahora por una nota anterior: Q 'A(Q nos va a dar la matriz de la transformacién de A en la
base de los vectores propios. Es decir la matriz diagonal:

o3 (1 )6 2) (4 3)

Entonces la matriz diagonal es:
-1 0
0 4

Q.E.F
Teorema 3.6. Sean (V,+, ) un K-espacio vectorial de dimension finitan, conT : V — V un
operador lineal y Ay, Mg, ..., A\p valores propios distibtos de T'. St vi,vs, ..., v son vectores
propios de T tales que T(v;) = A\wv;, entonces el conjunto {vy,vs,... v} es linealmente
independiente.

13
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Demostracion: . Procederemos por induccion sobre K. Como paso base, si k = 1, entonces
el conjunto {v;} es linealmente independiente por ser unitario, ya que es distinto de cero.

Supongamos que el resultado es cierto para k — 1, entonces queda demostrar que funciona
para k. Sean Aq, A9, ..., A\r valores propios de T" distintos y vy, v, ..., vx vectores propios de
T tal que T'(v;) = \jv;. Sean ay, s, ..., € K tales que:

k
0= E ;0;
=1

Como T — A1 es un operador lineal, entonces:

k
0= (T — M) (0,) = (T — \J) (Z am>
i=1
k
= (T = M) (vy)
i=1
k
= a;(T(v;) — \ews)
i=1
k
= Z a; (Ajv; — A\gv;) por definicién de vector propio
i=1
k
i=1

k-1
= Z a; (A — \g)v; ya que el tltimo término es cero
i=1

Por hipétesis de induccién, si tomamos i < k — 1, entonces «;(A; — Ax) = 0. Pero como
Ai — A\p # 0, entonces a; = 0 para ¢ < k— 1. Por lo que 0 = a,vg, y como vy, es vector propio,
no queda mas que «; = 0. Por lo tanto es linealmente independiente, ya que sélo hay una
forma de representar al cero.

Q.E.D

Corolario 3.1. Sea (V,+,:) un K-espacio vectorial de dimension n, y T : V — V un
operador lineal. St T tiene n valores propios distintos, entonces T' es diagonalizable.

14
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4 Eigenespacios

Definicién 4.1 (Descomposicion del Polinomio Caracteristico). Sea f(t) € P[K], un poli-
nomio de grado n. Se dice que f(¢) se descompone en K si existen escalares ¢, ay, as, ..., a,
no necesariamente distintos tales que:

flt)=clt—a))(t —az)...(t —ay)

Teorema 4.1. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension n, y T : V. — V un

operador lineal. Si T es diagonalizable, entonces su polinomio caracteristico se descompone
en K.

La demostracion de este teorema se da si se toma la matriz diagonal, y se obtiene su polinomio
caracteristico.

Definicién 4.2 (Multiplicidad). Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimensién n, 7" :
V' — V un operador lineal con polinomio caracteristico f(¢) y A un valor propio de T'. La
multiplicidad de A es k si:

=N f) y =N

Definicién 4.3 (Eigenespacio). Sea T un operador lineal en un K-espacio vectorial V' y sea
A un valor propio de T'. Definimos el conjunto:

Ex{fveV :Tw) = }=N(T-\)

Como el eigenespacio de T' correspondiente a A\. Analogamente se define el eigenespacio de
una matriz cuadrada A como el eigenespacio del operador L 4.

Teorema 4.2. Cada eigenespacio es un subespacio vectorial.

Teorema 4.3. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension finita con T operador lineal
y sea A un valor propio de T con multiplicidad m. Entonces 1 < dim(Ey) < m.

Definicién 4.4. Sean (V,+,:) un K-espacio vectorial de dimensién n, con T : V. — V
operador lineal y v € V\{0}. El subespacio:

W = ({v,T(v),T*(v),...})

Se llama subespacio T-ciclico generado por v.

Nota. El subespacio T-ciclico generado por v es un subespacio T-invariante. Mas aun, es el
subespacio T-invariante mas ”pequeno” que contiene a v.

Definicién 4.5. Sean wy,ws, ..., wy subespacios de el K-espacio vectorial V. Decimos que
V' es la suma directa de los subespacios wy, ws, ..., w; y lo denotamos como:
k
VP
i=1

Esto es si y solo si:
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k
VoY
i=1
2. Para cada 1 < j < k se tiene que:

w;n Y W, = {0}

i#]
Teorema 4.4. Sea (V,+, ) un K-espacio vectorial de dimension finita y sean wy, ws, . .., Wy
subespacios de V. Son equivalentes:
1.
k
v-@w
i=1
2.
k
v=ym
i=1
También que para cualesquiera vectores vy, va, . ..,V conv; € Wi, si v1+ve+- - -4, = 0,

entonces v; = 0 para todo 1.

3. Cada vector v € V se puede escribir como combinacion unica de un sélo vector en cada
espacio.

4. Si; es base ordenada para W;, entonces la union de las bases de cada espacio:

k
U Vi
i=1

conforma la base ordenada de V.

5. Para cada v, existe una base ordenada ~y; para W; tal que:

k
U Vi
i=1

es base ordenada de V.

Teorema 4.5. Sea T un operador lineal de V', donde dim(V') < co. T es diagonalizable si y
solo si V' es suma directa de los eigenespacios de T

Demostracion: . Para demostrar = | vamos a suponer que 7" es diagonalizable. Entonces
existen i, Ao, ..., \x valores propios de T diferentes. Como T es diagonalizable, entonces si
m es la multiplicidad de cada \;, entonces dim(E),) = m;

Ademads, my + mg + -+ +my = n = dim(V'). Si consideramos una base f3; para cada FEj,,
entonces |3;| = m.
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Considerando i
=8
i=1

Entonces, porque los vectores propios son linealmente independientes y son tantos como la
dimensién; (5 es base de V.

Por el teorema 4.4 se tiene que:

Ahora para demostrar <= , tenemos que suponer que:

k
V=@EE,
=1

Entonces por el mismo teorema 4.4 tenemos que:

k
=8
=1

es base de V' compuesta por vectores propios. Por lo tanto 1" es diagonalizable.

Q.E.D
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5 El teorema de Cayley-Hamilton

Vamos a recordar un par de definiciones utiles.

Definicién 5.1. Sea 7' : V' — V un operador lineal y W < V. Decimos que W es T-
invariante si

T(W)CwW
Definicién 5.2. Sea T : V' — V un operador lineal con v € V.
W= {v,T(V), T*(V),...})
Le llamamos el subespacio T-ciclico.

Observemos que W es el subespacio T-invariante que contiene a v.

Teorema 5.1. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension finita con T @'V — V
operador lineal, v € V\O y W el subespacio T-ciclico de v. Si dim(W') = k, entonces:

B={v,T(),T*),...,T* (v)}
es base de W.

Teorema 5.2. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial con T : V — V operador lineal y W <V
T-invariante. Entonces W es g(T')-invariante para todo polinomio g.

Teorema 5.3. Sea (V,+, ) un K-espacio vectorial de dimension finita y T : V — V operador
lineal, v € V\{0} con W el subespacio T-ciclico de v. Para cualquier v € W, w € W siy
sélo si existe un polinomio g(t) tal que w = g(T')(r).

Mas atn el grado de este polinomio es inferior a la dimension de W.

Teorema 5.4. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimensionn, T :' V — V un operador
lineal, v € V\{0}, y Wy el subespacio T-ciclico generado por v y supongamos que dim(W,) =
k.

Si los escalares ag, ay, . ..,ar_1 € K son tales que
agv + a;T(v) + -+ + a1 T (v) + TF(v) = 0

Entonces:
g(t) = (CLO +ayt 4+ 19t + . Fap tk) (—1)*

FEs el polinomio caracteristico de Ty, .

Teorema 5.5. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension n, T : V' — V operador
lineal y W <V subespacio T-invariante. Entonces el polinomio caracteristico de T |y divide
al polinomio caracteristico de T'.

Teorema 5.6 (Cayley-Hamilton). Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension n, con
T :V — V operador lineal cuyo polinomio caracteristico es f(t). Entonces f(T) = Ty. Con
Ty la transformacion que manda todo a cero.

A esto se le llama que T satisface su propio polinomio caracteristico.
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Demostracion: . Sea W, el subespacio T-ciclico generado por v. Por el teorema 5.1, tenemos
que existen ag, ay, as, ...,ar_1 € K tales que:

apv + ayT(v) + - + ap_1 " (v) + T*(v) = 0

Entonces por el teorema 5.4 tenemos que:

g(t) = (=1)* (ao +ait+asgt?+ -+ ap g tF tk)

Es el polinomio caracteristico de T'|w,. Asi g(T)(v) =0
Ahora, por el teorema 5.5 existe ¢(t) tal que: f(t) = q(t)g(t). Por lo tanto:

Q.E.D
Teorema 5.7. Sean (V,+, ) un K-espacio vectorial de dimensiénn conT : V — V operador
lineal y Wy, Wy, ..., Wy subespacios T-invariantes tales que
k
v-@w
i=1

Donde f;(t) es el polinomio caracteristico de T |w,.

La demostracion de este teorema se hace por induccién e involucra las equivalencias de suma
directa y eigenespacios.

Teorema 5.8. Sea M € M,(K) de la siguiente forma:

A B
M= (o Id)
En este caso A y B son matrices cualesquiera, entonces tenemos que det(M) = det(A).

Teorema 5.9. St T es un operador lineal den V' con dimension finita, Pr es el polinomio
caracteristico de Ty se descompone, entonces VW <V T-invariante Pr|y también se de-
scompone.

Demostracion: . Sabemos que Py divide a Pr, y sabemos que Pr se descompone. Ademéds
W tiene al menos un vector propio de V. Por lo tanto Pr|y también se descompone.
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Q.E.D

Teorema 5.10. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension 2 y sea T un operador
lineal. Entonces V' es un espacio T-ciclico de si mismo o bien T = \Id para algun \ € K.

Este es un ejercicio.

Teorema 5.11. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial, T : V — V operador lineal y W <V
un subespacio T-invariante. Si v € V' es vector propio de T restringido a W con valor propio
A, entonces v es vector propio para T en V.

Este también es un ejercicio que consta en observar las propiedades del nicleo bajo restric-
ciones.
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6 Forma canonica de Jordan
Definicién 6.1. Sean dos matrices By € M,,(K), By € M, (K). Definimos:
(Bi)ij, 1<j, i<m

(B1® Bs)ij =% (Ba)ij, m+1<j, i<m-+n

0, en otro caso.

Ejemplo 6.1. Sean:

1 11
BF@ g) By=1[0 1 2
0 2 3
Entonces:
100 00
23 000
BieBy,=10 01 11
0001 2
000 2 3

Teorema 6.1. Sea V' de dimension finita con T : V. — V diagonalizable. FEntonces la
restriccion a cualquier subespacio T-invariable es diagonalizable.

Definicién 6.2. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial con T': V' — V un operador lineal
y A € K. Un vector propio generalizado de T' con valor propio A si existe p € N tal que
(T — Md)P(v) =0

Nota. Si p es el menor natural tal que (T — A d)?(v) = 0, entonces (T — AId)?~*(v) es vector
propio de T con valor propio A. Ya que:

(T — AId) ((T — Md)* " (v)) =0

Definicién 6.3. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial, T': V' — V un operador lineal, con A
valor propio de T'. El eigen espacio generalizado de T' con valor propio A esta dado por:

Ky={veV:(T - X\d?Pw) =0}
Para alguna p € N.

Teorema 6.2. Sean (V,+, ) un K-espacio vectorial con T : V — V operador lineal y \ valor
propio de T'. Entonces:

1. Ky es un subespacio T-invariante de V' tal que E) C K.

2. Siu e K\{\}, entonces:
(T = pld)|x,

es inyectiva.
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Teorema 6.3. Sea (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension finita, T : V — V operador
lineal cuyo polinomio caracteristico se descompone y A un valor propio deT' con multiplicidad
m. Entonces:

1. dim(K)) <m
2. Ky = N((T — \Id)™)

Teorema 6.4. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial, T : V — V un operador lineal y X
valor propio de T. FEntonces Ky es T-invariante, y E\ C Ky. Ademds para todo u # A,
(T — pld)|k, es inyectiva.

Teorema 6.5. Sean (V,+, ) un K-espacio vectorial de dimension finita, T : V' — V operador
lineal, A valor propio de multiplicidad m. Entonces dim(K,) < m. Mds ain:

Ky=N{(T - Xd)™)
Teorema 6.6. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension n, T : V. — V un oper-

ador lineal cuyo polinomio caracteristico se descompone y A1, Ao, ..., \x los valores propios
distintos de T. Para cada v € V ezisten v; € K,,, i € {1,2,...,k} tal que:

V=01 + U2+ F U

Teorema 6.7. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension finita, T : 'V — V un

operador lineal cuyo polinomio caracteristico se descompone, A1, Ao, ..., \i los valores propios
de T, con N\i # \j st 1 # j, my,ma,...,my la multiplicidad de cada valor propio respectivo y
B, B2y ..., Br bases de cada K, respectivamente. Entonces:

2. b=, B es base de V.
3. dim(Ky,) =m;

Corolario 6.1. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de ditmension finita, T : V. — V un
operador lineal cuyo polinomio caracteristico se descompone, A1, Ao, ..., \; los valores propios
distintos de T'. Entonces T' es diagonalizable si y solo st Ey, = K.

Definicién 6.4. Sean (V,+,:) un K-espacio vectorial de dimensién finita, T : V. — V
un operador lineal cuyo polinomio caracteristico se descompone, v € V un vector propio
generalizado de T' con valor propio A. Supongamos que p es el menor entero tal que:

(T — Md)P(v) =0
El ciclo de vectores propios generalizados es:

v ={(T = Md*(v), (T — Md)P%(v),...,(T — Md)(v),v}

El vector (T'— A d)P~1(v) es el vector inicial del ciclo, que es vector propio de T, y v es el
vector final del ciclo.
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Teorema 6.8. Sean (V,+,-) un K-espacio vectorial de dimension finita, T : 'V — V un
operador lineal cuyo polinomio caracteristico se descompone y 3 una base de V' que es union
ajena de ciclos de vectores propios de T'. Entonces:

Para cada ciclo v contenido en 8, W = () es T-invariante y [T,,] es un bloque de Jordan.
También B es una base canonica de Jordan.

Corolario 6.2. Sea T operador lineal en un espacio vectorial de dimension finita cuyo poli-
nomio caracteristico se descompone. Entonces T tiene una forma candnica de Jordan.

Definicién 6.5. Sea A € My n(K) tal que el polinomio caracteristico de A (y por lo tanto
L,) se descompone. La forma canénica de Jordan esta definida como la férma canénica de
jordan del operador L 4.

Corolario 6.3. Sea A una matriz de n X n cuyo polinomio caracteristico se descompone.
Entonces A tiene forma canonica de Jordan J, y A es similar a J.

Teorema 6.9. Sea T operador lineal en un espacio de dimension finita cuyo polinomio
caracteristico se descompone. Entonces V' es la suma directa de los eigenespacios
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